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Μέγιστη Ροή (Maximum Flow)
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Ροή Δικτύου (Network Flow)
Ένα δίκτυο ροής (ή απλά δίκτυο) N αποτελείται από:
◼ Ένα σταθμισμένο κατευθυνόμενο γράφο G με μη αρνητικές 

ακέραιες τιμές ως βάρη ακμών, όπου το βάρος κάθε ακμής e 
καλείται χωρητικότητα c(e) του e.

◼ Δύο συγκεκριμένες κορυφές s και t του G, ονομάζονται πηγή 
(source) και καταβόθρα (sink), αντίστοιχα, έτσι ώστε η s να μην 
έχει εισερχόμενες ακμές και η t να μην έχει εξερχόμενες ακμές.

Παράδειγμα:
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Ροή (Flow)
Μια ροή f για ένα δίκτυο N είναι η ανάθεση ακέραιας τιμής f(e) σε κάθε 
ακμή e που ικανοποιεί τoυς ακόλουθους κανόνες:

Κανόνας χωρητικότητας (capacity rule): Για κάθε ακμή e,  0  f (e)  c(e)

Κανόνας διατήρησης (conservation rule): Για κάθε κορυφή v  s, t

 

όπου E−(v) και E+(v) είναι οι εισερχόμενες και οι εξερχόμενες ακμές της v, αντίστοιχα. 

Η τιμή ροής f, που συμβολίζεται με |f|, είναι η συνολική ροή από το 

source, και είναι η ίδια με τη συνολική ροή στο sink. 

Παράδειγμα:
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Μέγιστη Ροή (Maximum Flow)
Μια ροή σε ένα δίκτυο N 

λέγεται ότι είναι μέγιστη αν 
η τιμή της είναι η 
μεγαλύτερη από όλες τις 
πιθανές ροές του N.

Το πρόβλημα μέγιστης ροής 
συνίσταται στην εύρεση 
μιας μέγιστης ροής για ένα 
δεδομένο δίκτυο N.

Εφαρμογές

◼ Υδραυλικά συστήματα

◼ Ηλεκτρικά κυκλώματα

◼ Κυκλοφοριακή κίνηση

◼ Μεταφορά εμπορευμάτων
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Ροή με τιμή 8 = 2 + 3 + 3 = 1 + 3 + 4

Μέγιστη ροή με τιμή 10 = 4 + 3 + 3 = 3 + 3 + 4
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Τομή (Cut)
Μια τομή ενός δικτύου N με source s 
και sink t είναι μια διαμέριση (partition)
 = (Vs,Vt) των κορυφών του N έτσι
ώστε s  Vs και t  Vt

◼ Μια προς τα εμπρός ακμή (forward 
edge) της τομής : αφετηρία στο Vs και 
προορισμό στο Vt

◼ Μια προς τα πίσω ακμή (backward 
edge) της τομής : αφετηρία στο Vt και 
προορισμό στο Vs

Ροή f() διαμέσου της τομής : 
συνολική ροή των προς τα εμπρός 
ακμών μείον τη συνολική ροή των 
προς τα πίσω ακμών.

Χωρητικότητα c() της τομής : η 
συνολική χωρητικότητα των προς τα 
εμπρός ακμών.

Παράδειγμα:
◼ c() = 24 = 6 + 7 + 9 + 2

◼ f() = 8 = 2 -1 + 3 + 2 + 2  
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Ροές και Τομές
Λήμμα:

 Η ροή f() διαμέσου 
οποιασδήποτε τομής  είναι 
ίση με την τιμή της ροής |f|.

Λήμμα:

 Η ροή f() διαμέσου της τομής 
 είναι μικρότερη ή ίση από 
την χωρητικότητα c() της 
τομής.

Θεώρημα:

 Η τιμή οποιασδήποτε ροής 
είναι μικρότερη ή ίση από τη 
χωρητικότητα οποιασδήποτε 
τομής, δλδ., για κάθε ροή f και 
κάθε τομή , ισχύει
 |f|  c()
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1 2

c(1) = 12 = 6 + 3 + 1 + 2

c(2) = 21 = 3 + 7 + 9 + 2

|f| = 8
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Επαυξημένη διαδρομή 
(augmenting path)

Για μια ροή f σε ένα δίκτυο N

Έστω e μια ακμή από το u στο v:
◼ Υπολειπόμενη χωρητικότητα της 

e από το u στο v: 
f(u, v) = c(e) − f (e)

◼ Υπολειπόμενη χωρητικότητα της 
e από το v στο u: 
f(v, u) = f (e)

Έστω  μια διαδρομή από το s 
στο t
◼ Η υπολειπόμενη χωρητικότητα 

f() της διαδρομής  είναι η 
μικρότερη από τις υπολειπόμενες 
χωρητικότητες των ακμών της  
στην κατεύθυνση από το s στο t

Μια διαδρομή  από το s στο t 
είναι μια επαυξημένη διαδρομή αν 
f()  0
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f(s,u) = 3

f(u,w) = 1

f(w,v) = 1

f(v,t) = 2

f() = 1

|f| = 7
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Επαύξηση Ροής (Flow 
Augmentation)
Λήμμα:

 Έστω  μια επαυξημένη 
διαδρομή για την ροή f στο 
δίκτυο N. Υπάρχει μια ροή f 
για το N με τιμή
 | f | = |f | + f()

Απόδειξη: 

 Υπολογίζουμε την ροή f 

τροποποιώντας τη ροή των 
ακμών της 

◼ Ακμή προς τα εμπρός:
  f (e) = f(e) + f() 

◼ Ακμή προς τα πίσω:
  f (e) = f(e) − f() 
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f() = 1
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| f | = 7

| f | = 8
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Ο Αλγόριθμος των 
Ford-Fulkerson

Αρχικά, f(e) = 0 για κάθε 
ακμή e

Επαναληπτικά:

◼ Αναζήτηση μιας 
επαυξημένης 
διαδρομής 

◼ Επαύξηση κατά f() 
της ροής μέσω των 
ακμών της 

Μια εξειδικευμένη DFS 
(ή BFS) αναζητά μια 
επαυξημένη διαδρομή

◼ Μια ακμή e διατρέχεται 
από το u στο v εφόσον 
f(u, v)  0
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Μέγιστη-Ροή (Max-Flow) και 
Ελάχιστη-Τομή (Min-Cut)

Τερματισμός του αλγορίθμου των 
Ford-Fulkerson:
◼ Όταν δεν υπάρχει επαυξημένη 

διαδρομή από το s στο t σε σχέση 
με την τρέχουσα ροή f

Ορισμοί:
Vs σύνολο των κορυφών που 

μπορούν να προσεγγιστούν από το 
s με επαυξημένες διαδρομές

Vt σύνολο κορυφών που απομένουν

Η τομή  = (Vs,Vt) έχει
χωρητικότητα
 c() = |f|
◼ Ακμή προς τα εμπρός: f(e) = c(e)

◼ Ακμή προς τα πίσω: f(e) = 0

Έτσι, η ροή f έχει μέγιστη τιμή και 
η τομή  έχει ελάχιστη 
χωρητικότητα
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Θεώρημα:

Η τιμή της μέγιστης ροής 
ισούται με την 
χωρητικότητα μιας 
ελάχιστης τομής

c() = | f | = 10
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Παράδειγμα (1)
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Παράδειγμα (2)
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Δύο βήματα  
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Ανάλυση
Στην χειρότερη περίπτωση, ο 
αλγόριθμος τωων Ford-
Fulkerson πραγματοποιεί |f*| 
επαυξήσεις ροών, όπου f* είναι 
μια μέγιστη ροή.

Παράδειγμα:
◼ Οι επαυξημένες διαδρομές 

βρίσκουν εναλλακτικές 
ανάμεσα στις 1 και 2

◼ Ο αλγόριθμος πραγματοποιεί 
100 επαυξήσεις

Η εύρεση μιας επαυξημένης 
διαδρομής και η επαύξηση της 
ροής παίρνει O(n + m) χρόνο

Ο χρόνος εκτέλεσης του 
αλγορίθμου των Ford-
Fulkerson’s είναι O(|f*|(n + m))
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Maximum Bipartite Matching
In the maximum bipartite matching problem, we are 
given a connected undirected graph with the following 

properties:

◼ The vertices of G are partitioned into two sets, X and Y.

◼ Every edge of G has one endpoint in X and the other endpoint 
in Y.

Such a graph is called a bipartite graph. 

A matching in G is a set of edges that have no 
endpoints in common—such a set “pairs” up vertices 
in X with vertices in Y so that each vertex has at most 

one “partner” in the other set. 

The maximum bipartite matching problem is to find a 
matching with the greatest number of edges.
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Reduction to Max Flow

Given a flow f for H, we use f to define a set M of edges of G 
using the rule that an edge e is in M whenever f(e) = 1.
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Example and Analysis

Running time is O(nm), because G is 
connected.
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Baseball Elimination
Let T be a set of teams in a sports league, which, for 
historical reasons, let us assume is baseball. 

At any point during the season, each team, i, in T, will 

have some number, wi, of wins, and will have some 
number, gi, of games left to play. 

The baseball elimination problem is to determine 

whether it is possible for team i to finish the season in 
first place, given the games it has already won and the 
games it has left to play. 

Note that this depends on more than just the number of 

games left for team i, however; it also depends on the 
respective schedules of team i and the other teams.
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Baseball Elimination Example
Let gi,j denote the number of games remaining 

between team i and team j, so that gi is the 

sum, over all j, of the gi,j‘s.
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Reduction to Max Flow

Let us assume no single team eliminates 

team k (since this is easy to check).
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Creating the Graph
To consider how a combination of teams and game 
outcomes might eliminate team k, we create a graph, 

G, that has as its vertices a source, s, a sink, t, and 
the sets T′ and L. Then, let us include the following 
edges in G:
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Creating the Graph, Example
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Intuition and Analysis

We can solve baseball elimination for any team in a set 
of n teams by solving a single maximum flow problem 

on a network with at most O(n2) vertices and edges.
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